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ge 10>cost) - 2>cos(5t) +15xsin(2t)s

Funktion: (t) = ¢ 10>sin(t)- 2>sin(5t)- 155sin(2t) -

&

10cos(3t)

2
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1. Zahlbereiche und ihre Eigenschaften

1. Zahlbereiche und ihre Eigenschaften

1.1 Natirliche Zahlen:
Symbol: N={0,1,2,3,4,...}

1.2 Ganze Zahlen:
Symbol: 7 ={...,-2,-1,0,1,2,...}

1.3 Rationale Zahlen:

Symbol: Q::'g‘p,qT Sund gt OZ
)

1.4 Reelle Zahlen:

Symbol: R

1.4.1 Axiomeder Addition:

1411 atb=b+a

1412 (@a+b)+c=a+(b+c)

1413 Die Gleichung a+ x = bist immer eindeutig |Gsbar.

14.1.4 -(-a)=a (c)2005 Bodo Karl Muller
1.4.2 Axiomeder Multiplikation:

1421 axb=bxa

1422 (a xb) xc = a x(b xc)

1423 ax(b+c)=axb+ axc

1424 Die Gleichung a xx = bist fur allea? 0 eindeutig |Gsbar.
1.4.3 Axiome der Ordnung:

1431 a<bund b<ch a<c

1432 a<b;cbeliebigb a+c<b+c

1433 a<b;c>0pP axc<bxc

1.4.4 Archimedisches Axiom:
Zu jeder reellen Zahl x gibt es eine nattrliche Zahl n, fir die gilt: n > |x|
Zu jeder reellen Zahl x > 0 gibt es eine nattirliche Zahl n, fur die gilt: ! < x

1.4.5 Axiom der Vollstandigkeit:
Jede Verknuipfung zweler reeller Zahlen gemald dieser Axiome ergibt wieder eine reelle Zahl.

1.4.6 Bemerkung:
Dreiecksungleichung: lal- |b] £ a+b{ £a] +[o]

1.5 Komplexe Zahlen:

Symbol: (C:{z|z:(x, y)mit x, y1 [R}
Die Menge der komplexen Zahlen ist ein dgebraischer Korper beztiglich Addition und Multiplikation.
Imaginére Einheit: i=-1
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1. Zahlbereiche und ihre Eigenschaften

1.5.1 Schreibweisen:
Schreibweise einer komplexen Zahl z:
Z2=Xx+ivy
Mitr = /x*+y? undj = arctan Y. wird daraus:
X

z=r {eosfj ) +issin( ]
= rcisj )
=rse't
Es gilt die Dreiecksungleichung.

1.5.2 Die Moivr € sche Formel:
2" =[r s )]"
=r"scis(n> )
=" g™t
Die Exponentia schreibweise von z wird as Polar form von z bezeichnet.

1.6 Das Prinzip der vollstandigerBlinduktion\V Ul | er

Es sei n, eine natrliche Zahl und A(n) fur ale natlrlichen Zahlen n 3 n, eine Aussage. Es gelte:

1.6.1 Induktionsanfang:
A(ng) ist eine wahre Aussage.

1.6.2 Induktionsvoraussetzung:
Die Annahme der Gultigkeit dieser Aussage fir alle n3 n,

1.6.3 Induktionsschluf3:
[A(n) P A(n+1)] ist wahr fur alle n3 n,

Damit ist die Gltigkeit der Aussage A(n) bewiesen.

1.6.4 Beispiel: Bernoullische Ungleichung:

Es sai x eine reelle Zahl mit - 1£ x. Ferner sai n eine natlrliche Zahl. Dann gilt fur alle n die
Bernoullische Ungleichung:  A(n): 1+nxx £ (1+ x)"

Beweis unter Verwendung vollstandiger Induktion:

Induktionsanfang: N, =1:1+x£ (1+ x)1 =1+x (giltinsbesonderefir - 1£ x)

I nduktionsannahme: Die Behauptung gelte fir ein nT Z,aso 1+nxx £ (1+x)" .
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1. Zahlbereiche und ihre Eigenschaften

Induktionsschluf3: Zu zeigen ist, dal3 die Behauptung dann auch fir n + 1 gilt, also
1+(n+1)x £ (1+x)™. AuRerdem gilt: Da - 1£ xist, ist 1+ x3 0.
Daraus folgt:
(L %)™ = 1+ )" {1+ x)
A (1+ n><x) >(1+ x)
=1+ (n+1)xx+nxc?
3 1+ (n+1)x
Damit ist die Gltigkeit der Bernoullischen Ungleichung bewiesen.

1.7 Fakultat, Binomialkoeffizient, Binomischer Lehrsatz

1.7.1 Die Fakultat:
A
n=1x3x.. =0k

k=1

1.7.2 Der Binomialkoeffizient:

i nl (c)2005 Bodo Karl Muller
«———WEeNNOEKE N

0 wennk >n

1.7.3 Der Binomische L ehrsatz:
(a+b) = 3§ @gmn« %" (siehe Pascalsches Dreieck)
k=0eh g

Der binomische Lehrsatz kann mittels vollstandiger Induktion bewiesen werden.

1.7.4 Pascal’ sches Dreieck:

k=1
n=0 > 1 / k=2
n=1 > 1 1 /
n=2 > 1 2 1 / k=4
n=3 > 1 3 3 1 / k=5

=4 ——— 1 4 6 4 1 7 s
n=5 — 1 5 10 10 5 1 /
n=6 » 1 6 15 20 15 6 1

_angd

&

Abbildung 1: Pascal'sches Dreieck
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1. Zahlbereiche und ihre Eigenschaften

1.8 Der Fundamentalsatz der Algebra

Ein Polynom n-ten Grades kann immer folgendermal3en umgeformt werden:
P(z)=a, +a, xz+..+a, x2"

=2,z 2){z-2,)%.{z- z,)

Mita,t 0Ua iC

Die Zahlen z heiRen Nullstellen des Polynoms P.
Jedes Polynom ungeraden Grades mit reellen Koeffizienten hat mindestens eine reelle Nullstelle.

(c)2005 Bodo Karl Muller
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2. Vektorrechnung, analytische Geometrie, lineare Gleichungssysteme

2. Vektorrechnung, analytische Geometrie, lineare
Gleichungssysteme

2.1 Vektorrechnung, analytische Geometrie

2.1.1 Vektorielle Addition:

aéao a@ﬁblo

9
atb=c¢: 9 c; +
8anﬂ 8bnﬂ 83 +b

2.1.2 Skalar produkt:
axb=a b +ta, b, +..taH = a bl R
Zusitzlichgilt: asb=0 U a” b
2.1.3LangedesVektorsa:

el = Jaa =a*

2.1.4 Schwar zsche Ungleichung:

(c)2005 Bodo Karl Muller

ja>0] £]al>[p]
Ferner gilt die Dreiecksungleichung

2.1.5 Orthogonale Projektion von a auf b:

2.1.6 Winkel zwischen zwei Vektoren a und b:

cosa = ——-

||a|| #Ibll
2.1.7 Raumprodukt (Spatprodukt):
(abc)=(a" b)x

Es erzeugt es ein Rechtssystem, falls es positiv ist, und ein Linkssystem, falls es negativ ist.
Das Vektortripel heilt ausgeartet (linear abhangig), falls das Spatprodukt null ist.
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2. Vektorrechnung, analytische Geometrie, lineare Gleichungssysteme

2.1.8 Vektor produkt (Kreuzprodukt):
5@19 @19 @szs' a3>b29
a’ t_):gaZ; QbZ;:Qas D, - a1>b3—
8a36 8b36 86‘1 sz - &, >b15

Ist das Kreuzprodukt null, so sind die beiden Vektoren linear abhangig.

2.1.9 Vektorielle Darstellung einer Gerade in Punkt-Richtungsform:
g Xx=p+toa

2.1.10 Vektorielle Dar stellung einer Geradein Hesseform:

g:X>h=d
2.1.11 Vektorielle Darstellung einer Gerade in Hesse-Nor malenfor m:
o: i><X’><h :i
== In

Die Darstellungsarten in Hesseform sind nur im zweidimensionalen Vektorraum maoglich, im
dreidimensionalen Raum représentieren sie Ebenen.

2.1.12 Pluckerform ener Gera(ggzlr(%o ra%‘?r%%n@%ﬂah\/lenukllgktorraum:

— 7

g:x a=m
2.1.13 Dar stellung einer Ebene in Punkt-Richtungsfor m:

E:x=p+l xa, +mxa,

2.1.14 Darstellung einer Ebenein Hessefor m:
E:xh =d
2.1.15 Darstellung einer Ebenein Hesse-Nor malenfor m:

E: i><5<’><h= d

In] == h]

2.1.16 Umrechnungsfor meln der Ebenenfor men:

2.1.17 I dentitat von L agrange:

(a” b){c” d)=(axc){bxd)- (a>d)~{b>x)
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2. Vektorrechnung, analytische Geometrie, lineare Gleichungssysteme

2.2 Lineare Gleichungssysteme

Eine Linearkombination aus n Vektoren des Grades n bildet ein lineares Gleichungssystem, wenn
ein bestimmter Vektor als Ergebnis der Linearkombination gefordert wird. Ist dieser Vektor der
Nullvektor, so spricht man von einem homogenen Gleichungssystem, andernfalls von einem
inhomogenen Gleichungssystem.

XA+ X, 08, X 0a; ...+ X 2a, =b

X;xa; =b

Qo

U

j=1

Ein LGS ist Iosbar, falls genligend linear unabhéngige Gleichungen vorhanden sind. Sind bei
einem LGS vom Rang n (d.h. mit n Unbekannten) nur r linear unabhangige Gleichungen gegeben,
so betrégt der Defekt d des Gleichungssystems. d=n-r.

2.2.1 Allgemeines L 6sungsverfahren:
Zundchst wird die Hauptdeterminante D berechnet, was bis Rang n = 3 ohne weitere
Umformungen maoglich ist. Ist der Rang n > 3, ist meistens der Gauld sche Algorithmus am

gunstigsten. (€)2005_Bodo Karl Miller

1. Fl: D =0: keineeindeutige Losung b Gauldscher Algorithmus (L 6sungsmenge ist
eine Ebene oder eine Gerade)
2. Fal: D1 0. eindeutige L6sung P Cramer'sche Regel (Determinantenverfahren)

Zum Schlu3 wird die Lésungsmenge a's Vektor oder Zahlentupel aufgeschrieben.

2.2.2 Der Gauld'sche Algorithmus:

Das Prinzip besteht darin, eine Gleichung dazu zu benutzen, aus den restlichen eine Unbekannte
zu eliminieren. Dies wird dann so lange fortgesetzt, bis nur noch eine Gleichung mit ener
Unbekannten vorhanden ist. Danach wird riickwérts in alle Gleichungen eingesetzt, womit man alle
Unbekannten erhélt und das LGS |6st.

Die folgenden zwei Beispiele zeigen ein eindeutig |6sbares und ein nicht eindeutig |6sbares LGS.

1. Beispid:
Folgendes LGS ist gegeben. Gesucht ist dessen Losungsmenge.
X, +2X, +3X; +4X, =-2
2X +3%, +4X%, + X, = 2
3X, +4X, + X +2%x,= 2
4X + X, +2X%,+3%, =-2
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2. Vektorrechnung, analytische Geometrie, lineare Gleichungssysteme

Dur_ch rUckwé:\.rtiges L 6sen der Gleichungen X | % X X, Operation
XVI bis X111 erhélt mim.: . i 1 > 3 7 >
12 2] 3[4]1]2
XX23: 0 | 3|4 1]2]2
x=-1 v {4 [ 1]2]3]-2
\ 1 2 3 4 -2
Die Probe durch Einsetzen bestétigt dieses | VI| 0 | -1 | -2 | -7 ] 6 =11-21
Ergebnis. VIl 0 -2 -8 |-10] 8 =11-3l
VI 0 -7 | -10 | -13| 6 =IV-4i
IX 1 2 3 4 -2
X 0 -1 -2 -7 6
XI 0 0 -4 4 -4 =VII-2VI
XH 0 0 4 36 | -36 | =VHI-VI
XIHI 1 2 3 4 -2
XIVv}] O -1 -2 -7 6
XV 0 0 -4 4 -4
XVI 0 0 0 40 | -40 =XI+XII
2. Beispid:
Folgendes LGS ist gegeben. Es enthéltmehrGlel ehurigenial slgnbekannte.
Operation
- % - 3%,- 12%,=-5 | X1 X3 )fz ~
"X 2%+ 5% = 2 | 1] 252
X, +17%, = 7 nJ|loj|s 17| 7
X - X+ 2%=1 \% 3 [ -1 ] 2 1
X -4%,- %= 0 v 7 4 | -1 0
VI -1 -3 |-12| -5
Eine Lésung existiert, sie ist aber nicht eindeutig. Es | VIl | O | -5 | -17] -7 | =l
kann eine Unbekannte als Parameter wahlen, z.B. x,. villf 0 | 5 |17 ] 7 | =l
Die Losung lautet dann: IX | O |-10]| -34 | -14 | =3I+l
t1 (- ¥;¥) \%
4 9 X 0 | -25|-8]-35]|=71+V
X =g gl Xl |-1]-3]-12] -5
7 17 XIl 0 S5 -17 ] -7
L, =- ¢ x| o[ o] o] o
5 5 X\V|[ 0] 0] o0]o0
X =1 xv] o]l o] oo

Die geometrische Deutung der Ldsungsmenge eines LGS mit drei Unbekannten ist die
Bestimmung der Schnittmenge der durch die drei Gleichungen des LGS gegebenen Ebenen. In

diesem Beispid ist die L ésungsmenge eine Gerade:

Focd0) 2 90

1¢_~ 1.6

g: X=—¢l++_tc- 5+
&5 &5
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2. Vektorrechnung, analytische Geometrie, lineare Gleichungssysteme

2.2.3 Die Cramer'sche Regel:

Ist die Determinante der Koeffizientenmatrix eines LGS nicht null, dann lassen sich die
Unbekannten x sofort berechnen. Man berechnet dabel zur Bestimmung z.B. der Unbekannten x,
Die Determinante D, die sich durch Vertauschen des 3.Spaltenvektors der

K oeffizientendeterminan-te mit dem Vektor der absoluten Glieder ergibt. Aus diesen beiden
Determinanten berechnet sich die Unbekannte X, als deren Quotient.

Allgemein: x, = 5
D

Die mit der Cramer'schen Regel berechneten Ldsungen sind immer eindeutig.

(c)2005 Bodo Karl Muller
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3. Matrizen, Matrixalgebra

3. Matrizen, Matrixalgebra
3.1 Beispiele fur (m,n)-Matrizen

3.1.1 (n,n)-Einheitsmatrix:
da 0 0 -+ 00

3.1.2 (m,n)-Matrix:
By & Q3 a1n9

¢

Gy 8pn Ay vt Ayt
A= gasl p 85 v 8y _

C: : : Lo —

a. a, a a_ o

e%m m2 m3 mn &

(c)2005 Bodo Karl Muller

Der erste Index bei den Eintragen a; heil3t Zeilenindex und gibt die Zeile an, in der der Eintrag
steht, der zwelte ist der Spaltenindex und gibt die Spalte der Matrix an, in der der Eintrag steht.

3.2 Rechnen mit Matrizen

3.2.1 Addition zweier (m,n)-Matrizen A und B, Multiplikation mit einer Konstanten k:
Alle Eintrége werden einzeln addiert, dh. C=A+B bzw. ¢ =
Alle Eintrage werden einzeln mit k multipliziert. C= kB bzw. c = f(b

3.2.2 Transponieren einer (m,n)-Matrix A:

Es entsteht eine (n,m)-Matrix AT, flr deren Eintrage Aiar dilts 8 =
3.2.2.1 Zusatzeigenschaften bei (n,n)-Matrizen:

Eine (n,n)-Matrix A heil3 symmetrisch, wenn gilt: AT=A

Eine (n,n)-Matrix A heif3t antisymmetrisch, wenn gilt: ~ AT=- A

Beispiel: Gegeben sind die Matrizen Aund B.
- 70 ® 20

A §3 25 §2 63
A+B= '70 ® 20_a8+0 -7+20_a8 -50
g?’ 2@ gZ 6@ g3+2 2+6g g5 83

a8 29_66>O 5>Q9_ad) 109

PBE% 65 e 565 0 305
@ 79 el 3% 2 20 _ad 26_
AT'gz 2= T8 7 o B & 6 Th 65_8
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3. Matrizen, Matrixalgebra

3.2.3 Verkettung von Matrizen, Matrixmultiplikation:
Generell ist dies nur moglich, wenn die erste Matrix (m,n) diesselbe Anzahl von Spalten hat
wie die zweite Matrix (p,q) Zeilen, d.h. wennn = p.
Es entsteht eine (m,q)-Matrix.

Deren Eintrage lauten dann allgemein: G, =a &by
k=1

® 10
. e . d 0 20 c -
Beispiel: Gegeben seien die beiden Matrizen Aund B: A= x B=c0 -1+
€ 1 o L
& 05

® 106
. . . : a 0 2% ~_ad 1o
Wird A mit B verkettet, so entsteht eine (2,2)-Matrix: AB = 0 - 1= i
gZ 1 Og - &0 15

% 05

® 10 xe2 1 06

. . ¢ 4 0 20 ¢ -

Umgekehrt entsteht eine (3,3)-Matrix: BA=¢0 - 1: > 1 0:=g-2 -1 0+

© 05 g g2 0 45

Daraus folgt: Matrixmultiplikation ist nicht kommutativ.
Aber: Multiplikation von (n,n)-Matrizen ist assoziativ, es gilt auch das Distributivgesetz.
(c)2005 Bodo Karl Muller
3.2.3.1 Dyadisches Produkt:
S0 heif3t das Produkt einer (n,1)-Matrix mit einer (1,n)-Matrix. Es ensteht eine (n,n)-Matrix.

3.2.4 Matrixinversion quadratischer Matrizen:
Esgilt fur die zu A inverse Matrix A : ALA=AALI=E
Bedingung fur Invertierbarkeit: det(A)* O

3.25Rang einer Matrix:

Unter dem Rang r(A) der (m,n)-Matrix A versteht man Folgendes: Die Maximalanzahl linear
unabhangiger Zeilenvektoren (Spaltenvektoren) heild Zellenrang (Spaltenrang) der Matrix A.
Zeilenregulér ist die Matrix A, wenn r(A) = m, spaltenregular, wenn r(A) = n.

Eine (n,n)-Matrix heil3t regul&r, wenn r(A) = n und singulér, wennr(A) <n.

Die Existenz der Inversen A" ! und die Regularitét von A sind aquivalent.

Zur Berechnung des Ranges einer (m,n)-Matrix werden die gréf3tmoglichen Unterdeterminanten
gebildet. Ist eine von ihnen nicht null, so ist der Rang gleich der Ordnung (Anzahl der
Spaltenvektoren) dieser Unterdeterminante. Gegebenenfalls mufd die Ordnung der Unterdeter-
minante verringert werden, bis eine von ihnen ungleich null ist.

3.2.6 L6sung einfacher M atrixgleichungen:
Die Gleichung AX=B hat die Losung X=BAL
Dies setzt die Existens der inversen Matrix A% voraus.

3.2.7 Rechenregeln fur Deter minanten:
det(A xB) = det(A) xdet(B)  (Produktregel)
det(A") = det(A)
det(E) =1
det(c xA) = c" xdet(A)  fir (n,n)-Matrizen
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3. Matrizen, Matrixalgebra

3.3 Eigenwerte und Eigenvektoren
Gegeben sei eine lineare Abbildung x> f(x)= Axx

Unter den Eigenwerten | und den Eigenvektoren n der Matrix A versteht man alle digjenigen
Konstanten bzw. Vektoren, fir die gilt:

Aus dieser Definition folgt:
An=1n0 (A-]1 xEh=0
furn ¢ 0(Nullvektor)folgt sofort :

det(A- 1 xE)=0
In Determinantenschreibweise:
?11 - a;, A3 ay, 9
¢ Ay ay - | Ay A, —
det(A- | XE):detg a,, 8y, Ay-l &, =0
(0% BodS®rarl Miler " 3o
Beispiel: Gesucht sind alle Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A:
® -3 19
A=¢3 1 3%
&5 2 -4g
2-1 -3 1
det(A- 1 xE)=| 3 1-1 3 |=-1%-1%+2 =0
-5 2 -4-1

01,=01,=L1,=-2

Die einzelnen Eigenwerte werden in das jeweilige (Uberbestimmte) homogene Gleichungssystem
eingesetzt und dessen Losungsmenge nach bekannten Verfahren bestimmt. Diese ist dann der zum
einzelnen Eigenwert gehdrende Eigenvektor. In der Regel werden die Eigenvektoren auf den Betrag
1 normiert.

Ein Spezialfall ergibt sich, wenn auf3er der Hauptdiagonalen der Matrix nur Nullen in ihr stehen.
Die Zahlen in der Hauptdiagonalen sind dann zugleich die Eigenwerte der Matrix.

8131 o - 09
B:go l, - of
i T
go 0 | . 5
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4. Folgen und Reihen

4. Folgen und Reihen

4.1 Folgen

4.1.1 Teilfolge:
Unter einer Teilfolge verstent man eine Folge, die durch Wegstreichen von bestimmten Gliedern
aus einer anderen Folge, aber ohne Verénderung der Reihenfolge, aus jener Folge entsteht.

4.1.2 Konvergenz:

Eine Folge oder Reihe konvergiert, wenn die Differenz zwischen einem Folgenglied (bzw. die
Folge der Partialsummen der Reihe) und dem zugehérigen Grenzwert jeden beliebigen reellen Wert
unterschreiten kann:

la,-d£e O lima, =a

4.1.3 Divergenz:

Eine nicht konvergente Folge (oder Reihe) heilét divergent. Sie heifdt bestimmt divergent, wenn
gilt:

limia =¥
(c)2005 Bodo Karl Muller

4.1.4 Beschrankte Folgen:

Eine Folge heil3t beschrankt, wenn es eine positive reelle Zahl gibt, die gegeniiber dem einzelnen
Absolutbetrag jedes einzelnen Folgengliedes immer grof3er (oder gleich) ist. Sie ist nach unten
beschréankt, wenn der Absolutbetrag [a] = - a ist und nach oben beschrénkt, wenn [a] = a ist. Eine
Vektorfolge heifdt beschrankt, wenn der Betrag der Folgenvektoren beschrankt ist. Dies wiederum
ist der Fall, wenn jede Kompnentenfolge beschrankt ist.

4.1.5 Monotonie:
Wenn alek 1 N sind, kann fur Folgen formuliert werden:
Monoton wachsend: a,,, % a,

Streng monoton wachsend: a, ., > a,
Monoton fallend: a,,, £ a,
Streng monoton fallend: a,,, <a,

4.1.6 Eulersche Zahl:

Die Eulersche Zahl eist der Grenzwert einer Folge:
k

ima, = lim&+12 » 2,71828..

e=| I
k® ¥ kO¥a k g

4.1.7 Konvergenzkriterium von Cauchy:

Satz und Definition: Eine reelle oder komplexe Folge bzw. Vektorfolge ist genau dann
konvergent, wenn sie eine Cauchy-Folge ist, d.h. es gibt zum e >0 eine Zahl N(e), firr die existiert

a,- a,|£e n,m3 N(e)

Seite 25



4. Folgen und Reihen

4.1.8 Rekursiv definierte Folgen:
Die Folgenglieder werden mit Hilfe des vorherigen bestimmt, z.B.:

a=1, a,= /an+i, ni N
an

4.1.9 Regeln bel Grenzwer tbestimmungen:
Seien gegeben : lima, =a  limb =b II(!@rgak:¥ limb, =¥
Darausfolgt : - [im (ak +b)=a+b
II(i@rg(ak +b,)=¥
lim(b, +b,)=¥
e = cftmbulnes

i ¥ wennc>0

L!@rg(cxb ):c>1|®rg(b) { ¥ wennc<0
limlacn,)=ax
limla, *b, ) =¥

Ny (c)2005_Bodo Karl Mller

limee 2= 2 \wennb, * 0" kT [L¥)

k® ¥ bkﬂ b

lim2 Q- ¢ wennb, 1 0" kT [L¥)

k® ¥ bkﬂ

4.1.10 Alternierende Folgen:
Folgen, die mit jedem Folgenglied zwischen positiven und negativen Werten schwanken, heil3en
aternierende Folgen.

Beispied: a, =(- 1)“°

4.2 Unendliche Reihen

Wird einer unendlichen Folge von Zahlen eine Summe zugeordnet, die als Summanden die
Folgenglieder haben, so heifdt diese Summe unendliche Reithe. Werden nur die Folgenglieder bis
zur Stelle k addiert, so spricht man von der k-ten Partialsumme der Reihe. Die Konvergenz,
Divergenz und Monotonie wird definiert wie bei Folgen.

4.2.1 Cauchy-Kriterium fir Reihen:

Es besagt analog zum Cauchy-Kriterium fir Folgen, dal3 es zu jeder Differenz zweier
Partialsummen m und n, welche kleiner alsein e > 0 ist, ein N(e) gibt, firr dasgilt: m3 n3 N(e).
Allgemein muf3 gelten, dal? die Folge der Partialsummen konvergiert.

Beispiel: Die harmonische Reihe é % ist divergent.

Erfillt eine Reihe das Cauchy-Kriterium, so gilt: é a_ konvergent U II(g@rQak 0
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4. Folgen und Reihen

4.2.2 Mgjoranten- und Minorantenkriterium:
Mit der Reihe § 3. a1 C, |art sich sagen:
4.2.2.1 Die konvergente Reihe g b, b, 1 R, 'heiflt Majorantenreihe von § a ,wenn ab

einer bestimmten Stelle N das Rethenglied by sténdig grofier ist als Jay|. Dann ist die Reihe é a
absolut konvergent.

4.2.2.2 Diedivergente Reihe § ¢, ¢ I R, heif’t Minorantenreihevon § ‘ak‘ , wenn ab einer

¥
bestimmten Stelle N, das Reihenglied ¢, standig kleiner ist als |a|. Dann ist die Reihe é ak‘
k=1

divergent (die Reihe é a nicht absolut konvergent).

4.2.3 Die geometrische Reihe:

All I
gemein lautet e a 9 92005 Bodo Karl Miler

Bedingung fur Konvergenz: |g| < 1: lim 5 q= 1
PE¥ k=0 -q
Bedingung fur Divergenz: |g| 3 1: Iimg k=¥
p® ¥ k=0

4.2.4 Das Quotientenkriterium:
Essel § 3., & C einebeliebige Reihe. Esgilt fur diese Reihe:

Furg—llmak+l

k® ¥

gilt:

g<ib é a, konvergiert absolut
g>1b é a, divergiert
g=1P keine Aussage Uber das K onvergenzverhalten méglich

4.2.5 Wurzelkriterium:
DieReihe § a. a 1 C ist gegeben.

Fir g :Il(gg,k/|ak| gilt:
g<ib é a, konvergiert absolut
g>1b é a, divergiert

g =1bP keinealgemeine Aussage Uber das Konvergenzverhalten mdglich
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4. Folgen und Reihen

4.2.6 Konvergenzkriterium von Leibniz fir alternierende Reihen:
Ist die Folge der Reihenglieder monoton fallend und deren Grenzwert null, so ist die Reihe
konvergent.

4.2.7 Cauchy-Produkt, Satz von Mertens:
Das Cauchy-Produkt zweier Reihen wird definiert als:

¥ n
é Ck mlt Cn :aobn +a1bn—1+"'+anb0 :é a'k >4:)n—k

k=0 k=0

Satz von Mertens. Konvergiert eine Reihe gegen A und eine andere gegen B, so konvergiert ihr
Cauchy-Produkt gegen AB.

(c)2005 Bodo Karl Muller

Seite 28



5. Funktionen, Grenzwerte und Stetigkeit

5. Funktionen, Grenzwerte und Stetigkeit

5.0.1 n-dimensionale Funktionen:
Eine Funktion mit n reellwertigen Verénderlichen erzeugt einen Graphen der Dimension n+1.

5.0.2 Dar stellung einer n-dimensionalen Funktion:

f:zes f(z) 2zl AT R"
G, ={1 (2T R™z= (g%, (% 30%, )}

5.1 Grenzwerte

5.1.1 Ubertragungsprinzip fur Grenzwerte von Funktionen:
Der Limes einer Funktion f(x) an der Stelle x, lautet analog zum Grenzwert von Folgen und
Reihen:
lim f(x)=a

X® X

0 fUreine>Oexistierteind(e X )fUr dasgilt'

[f(x)- d£e ?26&%( BY oKarfxi\/IuIIer

5.1.2 Linksseitiger Grenzwert, rechtsseitiger Grenzwert:

Man unterscheidet die Grenzwerte, die ermittelt werden, wenn man sich von links oder von
rechts an die Stelle x, nahert, denn bei vielen Funktionen sind sie an bestimmten Stellen
unterschiedlich.

5.1.3 Uneigentlicher Grenzwert:
Als uneigentlichen Grenzwert bezeichnet man den Grenzwert lim f (x) = +¥ .

X® X,

5.1.4 Stetigkeit von Funktionen:
Eine Funktion heil3t stetig in x, wenn ihr rechts- und linksseitiger Grenzwert (und
gegebenenfalls der Funktionswert) bei x, gleich sind.

5.2 Eigenschaften stetiger Funktionen

5.2.1 Extremwertsatz von Welerstral3:
Gilt fur ein gegebenes Intervall [a,b] fur ein x aus diesem Intervall

Fx)£ f(x)£ f(x,)
,)=sup{f (x)xT [a,b]}
f(xl)zinf{f(x)|xi [a,b]}

S0, heifldt x, Minimum von f auf [a,b] und x, Maximum von f auf [a,b].

5.2.2 Monotonie stetiger Funktionen:
Die Monotoniebegriffe werden ebenso definiert wie fir Folgen und Reihen.
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6. Differentialrechnung

6. Differentialrechnung

6.0.1 Tangente:

Die Tangente einer Funktion f an der Stelle x ist eine Gerade, die die Funktion f an der Stelle x
bertihrt bzw. unter dem Winkel a = 0 schneidet.

6.0.2 Limes des Differenzenquotienten, Ableitung der Funktion f an der Stelle x:

) =tim L0 ) )

X=X
6.0.3 Differenzier bar keit:

Die Differenzierbarkeit kann eingeschrankt sein (s. Stetigkeit). Man unterscheidet deshalb
linksseitige und rechtsseitige Differenzierbarkeit.

6.1 Ableitungsregeln

6.1.1 Faktorsatz:
(e xf Jéx) = ¢ xf €x)
6.1.2 Summenr egel:
éflgi)f ggjk;g)ef e (c)2005_Bodo Karl Maller
( g)éx) = féx)>g(x)+ f(x)0tx)
o 4 1o 1)t
g ;(X) 9°(x)
6.1.5 Kettenreg

(g f)x)= g((f( )i €x)

Ist die Ableitung an der Stelle x positiv, so ist die Funktion dort monoton steigend, ist die

Ableitung negativ, so ist sie dort monoton falend. Ist sie null, so liegt ein Extrempunkt oder
Terrassenpunkt vor.

6.2 Ableitungen von reellwertigen Funktionen mehrerer Veranderlicher und
von vektorwertigen Funktionen

6.2.1 Vektorwertige Funktionen und deren Ableitung:

gef( )6
Funktion f :Di—>R™: i( ) ¢ folX ( )
o
@l (x)o
Ableitungi'(x)voni(x): i(X) f (x)

éf

f'(x) ist der Richtungsvektor der Tangente an dle Kurve f im Punkt (X, f(X)).
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